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7.  EVOLUTION DES BANDES DE LOCALISATION – 
     FORMATION DE LIGNES DE RUPTURE 
 

Les chapitres précédents ont analysé d’abord les structures d’hétérogénéité 
compatibles avec l’Approche Energétique, indépendamment de la question de leur 
développement, puis le développement d’hétérogénéités, indépendamment de  leur 
structure. 
Dans ce qui suit, en utilisant l’ensemble des résultats précédents, nous montrerons que 
sous sollicitation monotone: 
- dans un domaine soumis à un mouvement de cisaillement monotone, la structure 

d’une bande de localisation simple définie au Chapitre 4, aura tendance à évoluer 
vers la concentration maximale, comme conséquence des conditions de 
développement de l’hétérogénéité vues au Chapitre 6; 

- un mouvement de cisaillement distribué sur un système de bandes de localisation 
aura  tendance à évoluer vers une bande de localisation unique, avec amplification 
maximale dans l’axe de la bande. 

Autrement dit, les conditions obtenues impliquent un résultat, largement constaté dans 
la pratique: un mouvement de cisaillement monotone conduit à la formation de bandes 
de localisation, qui, plutôt que demeurer diffuses en structure ou en nombre,  se 
concentrent progressivement en lignes de ruptures isolées (pourvu que les conditions 
aux limites le permettent..). 
 
7.1 CADRE ANALYTIQUE 

En toute rigueur, lorsque des hétérogénéités macroscopiques se développent, le 
raisonnement quantitatif de la section 6.1 sur la dispersion “marginale” dans le 
domaine matériel, n’est plus directement applicable. 
Toutefois, un raisonnement qualitatif demeure possible, pourvu que la variation 
seconde du taux de dissipation spécifique demeure du même signe au cours du 
mouvement, c’est à dire 2 0δ <&ωωωω , ce qui est généralement le cas sous sollicitation 
monotone, et sous conditions aux limites régulières, sans restrictions cinématiques trop 
rigides. 
Dans une telle configuration, entre deux mouvements hétérogènes qui donneraient le 
même taux de dissipation calculé sur les valeurs moyennes, le milieu tendra à évoluer 
vers celui qui minimise (au sens algébrique) les termes de second ordre de Variance et 
de Covariance de l’équation (6.1), comme conséquence de la Règle de moindre 
dissipation. 
Pour les structures de localisation en déformation plane analysées Chapitre 4, le taux 
de dissipation spécifique moyen, hors termes du second ordre, est égal au produit de la 
contrainte moyenne de cisaillement qui s’exerce parallèlement à la bande dans le 
domaine matériel, multipliée par le taux de cisaillement moyen &γ  dans le domaine, 
multipliés enfin par le volume spécifique. Si nous comparons des schémas différents 
de déformation hétérogènes pour lesquels ces trois paramètres moyens sont identiques, 
ce que nous ferons par la suite, l’équivalence est effectivement assurée en termes de 
taux de dissipation, hors termes du second ordre. 
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Restent à évaluer ces termes de 2ème ordre, dans le cadre des structures de localisation 
analysées au Chapitre 4. 
 
 Nous avons vu en section 6.2 que la déformation spécifique ( )0, ,t tDE  et le 
volume spécifique sv  sont des variables internes pertinentes. Remarquons d’abord que 
pour les situations de déformation plane étudiées Chapitre 4, notre déformation 
spécifique Es’exprime en fonction du taux de cisaillement moyen &γ :  

( ) { } [ ]
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0, , 1 1t t

t t
dv dvt t N d dm mτ τ

       = = −          ∫ ∫ ∫ ∫ 1 3ε ε& &&1 1
2 2

D DD D
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0

0 ( ). ( ), ,
t

s
t

t t dv τ= ∫ &D DDE γ  (7.1)  

de plus, nous avons vu (section 4.1.4) que  le cisaillement nominal Γ  est lié à &γ  

par
0

( ) ( )

t

t
dτ = Γ∫ & D Dγ  ,  pourvu que les déformations volumiques demeurent négligeables 

devant l’ampleur des déformations de cisaillement, auquel cas on aura finalement :  
  ( )0 0( , , ) ( ), , .s t tt t v≈ ΓD DDE  (7.2) 

 
Par ailleurs il s’avère en effet que les variabilités respectives de ces grandeurs ne 

sont  pas du même ordre: 
- d’après les mesures tomographiques de Desrues et al. [6], des données de l’auteur, 

ou encore des mesures micrométriques de Cresswell et Powrie [33], l’écart relatif 
sur les volumes spécifiques au cours du mouvement avec localisation, est de l’ordre 
de Max min

moyen
12%s s

s

v v
v
− ≈  à  23%,  

- d’après les mesures micrométriques de Nemat-Nasser et al. [9], l’écart relatif sur 
les cisaillements nominaux au cours du mouvement avec localisation, est de l’ordre 
de Max min

moyen
540%Γ − Γ ≈Γ , soit environ 20 à 50 fois plus fort; 

- si ces deux variables présentaient des distributions approximativement 
homothétiques, la proportion entre leurs variances respectives serait de l’ordre du 
carré du rapport entre les écarts relatifs, c’est à dire que la variance sur les 
cisaillements nominaux serait de 500 à 2000 fois plus forte que la variance sur les 
volumes spécifiques. 

 
Ces éléments montrent que: 

-a) parmi les variables pertinentes, la variable principale est ( )0, ,t tDE ; 
-b) le terme principal de variance dans (7.1) est ( )Var E ; 
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-c) le terme principal de cette variance de ( )0, ,t tDE , est ( ) ( )2.sVar v Var≈ ΓE .  
Enfin si nous comparons des schémas stationnaires, pour lesquels 

( )
0

( ) ( ) ( )0 .
t

t
d t tτΓ = ≈ −∫ & &D D Dγ γ  , nous aurons finalement  

             ( ) ( ) ( )22
0. .sVar v t t Var≈ − &E γ  (7.3) 

 
En conséquence, tant que 

2

2 0δ
δ <

&ωωωω
E , parmi les schémas stationnaires admissibles, 

le mouvement tendra vers celui qui maximise ( )Var &γ  
 
7.2   EVOLUTION D’UNE BANDE DE LOCALISATION SIMPLE 
Considérons une bande de localisation simple dans un domaine matériel de largeur L, 
dans un champ de cisaillement homogène, du type considéré en section 4.1.3:   

[ ]3( ) 3.exp( )x Max l lkxγ γ γ γ= − − +& & & & ,  avec grand devant  12
kL  .  En rapportant les taux 

de cisaillement à la valeur moyenne, nous obtenons (voir section 4.3.1): 

3( ) 3.exp( )Max l lx kxγ γγγ γ γ γ γ
  = − − +    

& &&& & & & & ,  avec 12
Max l lkLγ γ γ
γ γ γ

 − −  
& & &�& & &  où 

0 1lγ
γ≤ ≤&
& ;   d’où  l’on tire  3( ) 3. 1 .exp( ) 12

lx
kL kxγγ γ γ γ

  − − − −    
&& & &� &  

 Sur la demi-bande de largeur L/2, nous pouvons calculer directement la variance 
du taux de cisaillement: 

            ( ) [ ] 3

2 2
2 2

3
0

2 ( ) . 1 . 12

L

ldx kLVar xL
γγ γ γ γ γ

   = − ≈ − −     ∫ && & & & &   (7.4)  

    avec 0 1lγ
γ≤ ≤&
&  

A taux de cisaillement moyen γ& imposé sur le domaine, la configuration qui maximise 
( )Var &γ  sera donc  pour 0lγ

γ =
&
& , c’est à dire lorsque la bande atteint son degré 

maximal de concentration, avec au centre de la bande 2
Max kLγ
γ ≈&
&  (voir section 4.3.1), 

et  à l’extérieur de la bande, une déformation de cisaillemement qui “s’éteint”, car 
tend vers  0lγ&  . 

En résumé, les conditions du §6.1 font que, tant que 
2

2 0δ
δ <

&
E
ωωωω : 
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lorsque une bande de localisation simple s’installe dans un domaine soumis à un 
taux de cisaillement moyen imposé, cette bande de localisation tend vers la 
concentration maximale, ce qui s’accompagne d’une extinction des déformations 
à l’extérieur de la bande-  
Sur la Figure 4-7, l’évolution se fait donc de la situation  (a) vers la situation (c). 
 
7.3 EVOLUTION D’UNE FAMILLE DE BANDES DE LOCALISATION 

PARALLELES 
Considérons maintenant un ensemble de n bandes de localisation parallèles dans un 
domaine matériel de largeur L soumis à un taux de cisaillement moyen imposé γ& , ces 
bandes ayant atteint séparément leur degré de concentration maximal et occupant des 
largeurs inégales Li , avec L L=∑ i . 
Pour l’une de ces bandes, la variance vaudra (2 demi-bandes) 

( ) [ ] 3

2 22 2
3

0

1 1.2. ( ) . . 2

Li
i

i
i i

dx kLVar x LL Lγ γ γ γ  
= − ≈ −  ∫& & & &  

Et pour l’ensemble des n bandes sur la largeur totale L, la variance vaudra: 
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2 222
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Lin n
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idx kLVar n x LL L
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    = − ≈ −      
∑ ∑∫ && & &  qui devient 

( )
2

2

1
, . 12

n
iLkLVar n Lγ γ   ≈ −     ∑& &  (7.5) 

On montre (Annexe 7-1) que le terme de la sommation est toujours compris entre: 
- une valeur maximale qui vaut 1, lorsque n=1, c’est à dire lorsque l’ensemble se 

réduit à une seule bande de concentration maximale, ce qui se produit lorsque 
toutes les bandes, sauf une,  se réduisent à des largeurs et des intensités 
négligeables; 

- une valeur minimale  qui vaut 1/n, lorsque les n bandes sont de largeur et 
d’intensité égales. 

La configuration qui maximise ( )Var &γ  correspond donc à la réduction de l’ensemble 
à une seule bande. 
En résumé, les conditions du §6.1 font que, tant que 

2

2 0δ
δ <

&
E
ωωωω : 

lorsque un ensemble de bandes de localisation parallèles s’installe dans un 
domaine soumis à un taux de cisaillement moyen imposé, cet ensemble tendra 
vers la concentration de tous les cisaillements dans une seule bande ( elle même 
de concentration maximale), ce qui s’accompagnera d’une extinction des 
déformations à l’extérieur de la bande- Figure 7-1- 
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7.4 CONCLUSIONS: FORMATION DE LIGNES DE RUPTURE 
Les résultats précédents montrent que, tant que

2

2 0δ
δ <

&
E
ωωωω , et pourvu que les conditions 

aux limites  soient compatibles avec la localisation, l’application de la Règle de 
moindre dissipation aux configurations de déformation hétérogènes avec bandes de 
localisation, a pour conséquences: 
- une bande de localisation dans un champ homogène tendra vers la concentration 

maximale de tous les mouvements dans la bande; 
- un ensemble de bandes parallèles, avec concentration maximale dans chacune des 

bandes, tendra vers la concentration de tous les cisaillements dans une seule bande 
de localisation, elle même de concentration maximale; 

- dans les deux cas, cette concentration des cisaillements dans la bande de 
localisation s’accompagne d’une extinction des déformations à l’extérieur de la 
bande. 

Ce schéma de concentration des cisaillements dans une bande simple, avec extinction 
des déformations à l’extérieur, vu à grande échelle, correspond à la formation d’une 
quasi-discontinuité (la bande schématisée par une ligne) séparant deux masses “gelées 
dans le mouvement” (extinction des déformations à l’extérieur de la bande), c’est à 
dire concrètement  la   formation d’une ligne de rupture. 

 
Figure 7-1  Evolution d’une famille de bandes de localisation parallèles. 
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CONCLUSIONS 
 
L’application de l’Approche Energétique à  la localisation des déformations et aux  
chaînons de contraintes permet donc en effet d’entrer en profondeur dans la physique 
particulière de ces phénomènes. Elle en donne une vision renouvelée, menant à un 
large ensemble de résultats nouveaux, et tout particulièrement ceux concernant la 
structure interne des bandes de localisation, le critère énergétique d’initiation de la 
localisation, et enfin le mécanisme de formation de lignes de rupture. 
Cet ensemble de résultats nouveaux, conformes aux indications expérimentales, 
confirme l’intérêt de l’Approche Energétique, comme méthode de physique 
statistique, spécifique aux milieux granulaires. 
 
 La clef de ces résultats se trouve dans l’analyse de la compatibilité avec 
l’hétérogénéité (chapitres 1 et 2), qui revient en fait à résoudre un problème 
d’homogénéisation par une méthode originale. Cette analyse montre toute la force du 
concept des actions intérieures, qui permet de rentrer simplement dans la 
problématique des hétérogénéités simultanées en contraintes et vitesses de 
déformations, dans le cas général (section 2.2), ce concept est un des apports-clés de 
l’Approche Energétique. 
Cette large compatibilité de l’Approche Energétique avec l’hétérogénéité, permet 
ensuite de jongler directement entre le discontinu et le continu équivalent : les résultats 
sur la structure interne des bandes de localisation (sections 4.1 et 4.2) en sont une 
première illustration. Une deuxième en est donnée par l’application directe des 
conditions  statistiques du développement de l’hétérogénéité, à l’évolution des 
structures de bandes de localisation vers la formation de lignes de rupture (chapitres 6 
et 7). 

 
Soulignons qu’aucune intervention de discontinuité macroscopique, d’ordre 

cinématique, statique, ou de bifurcation dans le comportement mécanique, n’a été 
nécessaire pour établir ces résultats. 
Ce paradoxe apparent est une simple conséquence de l’origine de l’Approche 
Energétique: provenant de la physique statistique du discontinu, la structure interne de 
ses équations inclut dès l’origine, ce qui est nécessaire pour obtenir simplement ces 
résultats. En particulier, la linéarité par morceaux des termes de l’équation de 
dissipation, la rend compatible avec un large ensemble d’hétérogénéités, aussi fortes 
que l’on voudra, pourvu qu’elles vérifient les conditions de compatibilité (2.10). 
Des discontinuités cinématiques ou statiques peuvent sans aucun doute se manifester 
dans certaines circonstances, les résultats établis dans ces pages montrent que leur 
intervention n’est pas une condition sine qua non. 
 

Soulignons également que les conditions statistiques de développement de 
l’hétérogénéité, et leurs conséquences jusqu’à la formation de lignes de rupture 
(Sections 6.1 et 7.1) constituent, dans leur principe, un processus physique générateur 
de lignes de rupture, de portée assez générale: 
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- il suffit que le milieu obéisse à la Règle de moindre dissipation; 
- que son comportement mécanique contienne une variable interne pertinente en 

déformation du type de E ; 
-  et que ce comportement mécanique, au cours d’une sollicitation monotone, soit tel 

que 
2

2 0δ
δ <

&
E
ωωωω , ce qui semble le cas de la plupart des géomatériaux. 

Dans de telles conditions, le milieu évoluera vers des configurations du mouvement 
qui maximisent ( )Var E , c’est à dire, en déformation plane, vers des mouvements 
présentant de fortes hétérogénéités stationnaires en cisaillement, qui maximisent 

( )Var &γ . La compatibilité cinématique entre de telles concentrations de cisaillement 
imposant leur ordonnancement en structures linéaires, on retrouve ici un ensemble de 
conditions assez générales conduisant à la formation des “shearbands” évoquées en 
Introduction.   Ce  processus d’évolution vers les lignes de rupture correspond 
précisément aux  résultats publiés dernièrement par G.Gudehus et K.Nübel [36],  qui 
comparent  des mécanismes de déformation expérimentaux, à des modélisations 
numériques fines  intégrant l’ensemencement de modèles élaborés aux éléments finis,  
par  une distribution statistique de fluctuations locales (en  densité, dans leur modèle 
particulier). 
 

Ces résultats indiquent une initiation particulièrement précoce de la localisation 
au cours du mouvement, bien avant les effets de “pic”de résistance, ce qui est 
conforme aux données publiées dans la littérature. 
Ils suggèrent par ailleurs que ces effets de “pic” peuvent être considérés davantage 
comme  conséquence du développement de la localisation, plutôt que comme une 
cause. Ce point de vue explique alors pourquoi ces effets de “pic” sont aussi sensibles 
aux circonstances expérimentales, et en particulier aux conditions aux limites, suivant 
qu’elles permettent ou non le plein développement de la localisation. 
 

Les développements présentés dans ces pages reposent sur des hypothèses, 
souvent d’ordre statistique. Leur validité pourra sans doute être bientôt contrôlée, par 
les progrès rapides des méthodes de simulation numériques utilisant la mécanique 
d’ensembles de particules discrètes, et qui permettent déjà des simulations avec des 
granulats virtuels réalistes, tels les remarquables résultats de C.Nouguier-Lehon, 
B.Cambou et al. [37]. 
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ANNEXES 
 
 

ANNEXES AU CHAPITRE  1 
 
Annexe 1-1  Rappels sur l’Approche Energétique (voir [17]) 
 
L’Approche Energétique établit un ensemble de propriétés macroscopiques du comportement mécanique, à 
partir de propriétés microscopiques, structurées par les lois de la dissipation d’énergie mécanique par friction. 
Nous en résumons ici les bases, en insistant sur certaines notions nécessaires au développement du texte 
principal. 

1-1-1  Contact élémentaire 
• La principale de ces structures locales est l’existence du « tenseur d’actions de contact élémentaires », qui, 

pour un contact c glissant avec une vitesse de glissement ( )cvr , sous un effort de contact ( )cfr , s’exprime 
par : 

  1( ) ( ) ( ) ( ) ( )2c c c c cv f f v = ⊗ + ⊗ 
r rr rp  

Le tenseur symétrique et du 2nd ordre qui en résulte est un tenseur plan, dont les directions propres sont les 
bissectrices des directions de ( )cvr  et ( )cfr ,  et de signature (+,0,-). 

• Ces tenseurs d’actions de contact ont deux propriétés remarquables : 
- leurs Traces sont les puissances mécaniques développées par les actions de contact   

{ }( ) ( ) ( )c c cTr v f= ⋅ rrp ; 
- leurs valeurs propres se trouvent liées par une relation linéaire simple, résultant des lois de  

la friction, qui est l’équation de la dissipation par friction au contact élémentaire  
   { } { }( ) ( )sinc cTr Nψ= ⋅p p  

(où la norme N  est la somme des valeurs absolues des valeurs propres { }pN =∑ ip ,  
        et ψ  l’angle de friction physique au contact). 
 
• Considérant le contact élémentaire comme un  système physique, les valeurs propres de p  s’interprètent 

comme des flux d’énergie mécanique échangés par notre “système” avec le milieu extérieur, flux dont le 
sens est déterminé par le signe de ces valeurs propres: 

- une puissance reçue, et une puissance rendue, peuvent alors être définies à partir des valeurs propres par : 

 

1
2

1
2

 

 

puissance reçue

puissance rendue

  = +   = − 

∑ ∑
∑ ∑

i i

i i

+

-

p p

p p

p

p
 

- l’équation de dissipation par friction se met alors sous la forme équivalente:   
                                                  1 sin

1 sin
ψ
ψ

+= −
+
-

p
p −−−−  

- considéré comme un système physique, le contact élémentaire apparaît comme une sorte de 
transformateur, recevant de l’énergie d’un côté, en rendant de l’autre, tout en ayant dissipé l’essentiel au 
passage, le tout en proportions fixées. 

 
Dans son repère propre, en tenant compte des lois de la friction, ce tenseur s’écrit : 

     

2
4 2

( ) ( )
2

4 2

( )
cos ( ) 0 0

. 0 0 0
0 0 sin ( )

c cc f v
ψ

ψ

π

π

−

−

    − 
=

r rp  
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ou encore sous la forme équivalente 

                     { }( )
( )

1 sin 0 0
0 0 02sin 0 0 (1 sin )

c
c

Tr ψ
ψ ψ

+    − − 
=

pp  

 
1-1-2  Amas granulaire 
• Le passage à l’amas granulaire discontinu, amène naturellement à considérer le “ tenseur des actions 

intérieures de l’amas granulaire” ( )P A , symétrique et du 2nd ordre, qui résulte de la somme de tous les 
tenseurs des actions de contact élémentaires contenus dans l’amas granulaire ( ) ( )c=∑P p

A
A p . 

• Ce tenseur des actions intérieures de l’amas granulaire, présente lui aussi des propriétés remarquables: 
- sa Trace est la puissance développée par l’ensemble des efforts intérieurs (pourvu que les 

 granulats soient indéformables), car ( ){ } ( ){ }cTr Tr=∑ pP
A

A ; 

- ses valeurs propres peuvent encore s’interpréter comme des flux d’énergie mécanique échangés avec le 
milieu extérieur; et l’on peut encore définir globalement une puissance reçue par l’amas granulaire, et une 
puissance rendue par l’amas granulaire, ( ) ( )et  + -P PA A , de manière analogue à celle utilisée pour 
le contact élémentaire. 

• Toutefois, les valeurs propres de ( )P A  ne sont généralement pas la somme directe des valeurs propres 
des ( )cp , du fait de la dispersion statistique des orientations des contacts élémentaires dans l’amas 
granulaire: 

- cette dispersion des orientations, fait que deux contacts voisins peuvent interagir au cours du mouvement, 
la puissance rendue de l’un réalimentant la puissance reçue de l’autre, 

- cet effet de population , appelé “réalimentation interne”, influe sur les termes du bilan énergétique de 
l’amas granulaire, il est pris en compte globalement dans l’Approche Energétique par une grandeur 
scalaire  ( )R A , le taux de réalimentation interne,  telle que    

                    
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1

c c

c

R

R

+ −

−

 = +
= −   

∑ ∑
∑

+

-
P p p

P p
A A

A

A A

A A  

- ce taux de réalimentation interne vérifie toujours ( )0 1R≤ ≤A , et s’exprime comme une fonctionnelle 
sur la population des tenseurs des actions de contact élémentaires:  

( )

( )

( ){ }
1( ) . 11 sin

c

c

N
R

Nψ

      = − −   

∑
∑

p

p
A

A

p
A

p
  

• Les valeurs propres de ( )P A se trouvent liées par une relation, l’équation de la dissipation d’énergie par 
friction dans l’amas granulaire , qui intègre la dissipation par friction aux contacts élémentaires, avec l’ 
effet de “réalimentation interne”  dans la population des contacts: 

( ){ } ( )( ) ( ){ }sin
1 (1 sinTr NR

ψ
ψ= − −P PA AA  

       ou sa forme équivalente ( )
( )

( )( )
( ) ( )( )

1 sin 1 sin
1 sin . 1

R
R

ψ ψ
ψ

+ − −  = − −
+

-
P
P

AA
A A−−−−  
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• Cette fonction ( )R A  se trouve aussi jouer le rôle d’une sorte de fonction d’état, attachée au degré de 

désordre statistique dans les orientations de la population des contacts élémentaires contenus dans l’amas 
granulaire. Son minimum  ( ) 0R =A  définit des structures ordonnées dans la distribution des 
orientations de contacts élémentaires, qui rendent minimal le taux de dissipation dans l’amas granulaire, 
ces structures, appelées Modes de dissipation minimale, sont: 

- Le Mode I, tridimensionnel, de signature (+,-,-), pour lequel les tenseurs élémentaires ( )cp  ont une 
même direction propre portant leur valeur propre positive; dans l’amas en mouvement, les directions des 

vitesses de glissement intergranulaires sont toutes orientées à 4 2
π ψ−  par rapport à cette direction propre 

commune; 
- Le Mode II, tridimensionnel, de signature (+,+,-), pour lequel les tenseurs élémentaires ( )cp  ont une 

même direction propre portant leur valeur propre négative; dans l’amas en mouvement, les directions des 

vitesses de glissement intergranulaires sont toutes orientées à 4 2
π ψ+  par rapport à cette direction 

propre commune; 
- Le Mode frontière en déformation plane, de signature (+,0,-) qui vérifie simultanément les propriétés des 

Modes I et II. 
Pour les Modes de dissipation minimale, l’équation de dissipation d’énergie par friction dans l’amas 
granulaire devient identique à celle du contact élémentaire (car R=0), les orientations préférentielles de la 
population des contacts élémentaires constitue une sorte de polarisation des actions intérieures dans l’amas 
granulaire en mouvement. 
Enfin ces Modes de dissipation minimale présentent une propriété, la similitude interne, essentielle pour les 
développements du texte principal. 
Propriété de similitude interne des Modes de dissipation minimale 
• Dans un amas granulaire A en mouvement de dissipation minimale, quel que soit le sous-amas 1A  

inclus dansA , les puissances reçues ( ) ( )1 et  + +P PA A  d’une part, et d’autre part les puissances 
rendues ( ) ( )1 et  − −P PA A , sont portées par les mêmes ensembles de directions vectorielles, ce qui 
signifie, pour chacun des Modes de dissipation minimale: 

- en Mode I, de signature (+,-,-),  les puissances reçues  ( ) ( )1 et  + +P PA A sont portées par la même 
direction, qui est une direction propre commune aux deux tenseurs ( ) ( )1 et  P PA A  d’une part, et d’autre 
part les puissances rendues ( ) ( )1 et  − −P PA A  sont portées par le même plan vectoriel, engendré par les 
deux autres directions propres des tenseurs ( ) ( )1 et  P PA A , toutefois, ces deux  autres directions propres 
ne sont pas nécessairement communes aux deux tenseurs; les deux repères propres de ( ) ( )1 et  P PA A  se 
déduisent l’un de l’autre par une rotation autour de la direction propre commune, portant l’unique valeur 
propre positive, 

- en Mode II, de signature (+,+,-), la configuration est symétrique de la précédente,  les deux repères 
propres de ( ) ( )1 et  P PA A  se déduisant l’un de l’autre par une rotation autour de la direction propre 
commune, portant l’unique valeur propre négative; 

- en Mode frontière en déformation plane, de signature (+,0,-), qui est la frontière commune entre les 
Modes I et II,  alors ( ) ( )1 et  P PA A  ont nécessairement leurs trois directions propres communes deux à 
deux, car ( ) ( )1 et  + +P PA A  sont portés par une même direction propre, de même 
pour ( ) ( )1 et  − −P PA A , et la troisième direction propre est donc nécessairement commune, et porte une 
valeur propre nulle (en dissipation minimale, la déformation plane est à la fois globale et locale). 
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• Le tenseur des actions intérieures de l’amas granulaire ( )P A  étant formé par la somme des tenseurs des 
actions de contact élémentaires  ( )cp , étendue à tous les contacts de l’amas, la partition de A  en sous-
amas peut être poursuivie jusqu’à individualiser chaque contact élémentaire. Les propriétés résumées plus 
haut demeurent valides. Il faut cependant souligner que dans cette partition ultime de l’amas discontinu, 
les tenseurs des actions de contact élémentaires sont tous plans, et de signature (+,0,-). 

• Enfin la similitude interne attachée aux Modes de la dissipation minimale inclut une propriété qui joue un 
rôle-clé dans les développements considérés ici: la condition de signature de Mode, qui fait que quel que 
soit le sous-amas 1A  inclus dansA , les signatures de ( ) ( )1 et  P PA A  sont identiques. 

 
1-1-3  Milieu continu équivalent 
• Le passage au milieu continu équivalent, amène naturellement à considérer le “ tenseur des actions 

intérieures du milieu continu équivalent”, symétrique et du 2nd ordre, défini à partir des tenseurs eulériens 
des contraintes (les efforts intérieurs) et taux de déformations (les mouvements intérieurs) par: 

[ ]1
2 σ ε+ε σ  en produit contracté= ⊗ ⊗& &π  

                  de composantes  ( )1
2 +ij ik kj il ljσ ε ε σπ = & &  

Ce tenseur présente à son tour des propriétés remarquables, et en particulier: 
- sa trace est la puissance développée par les efforts intérieurs, car { }π ij ijTr σ ε= & ; 
- ses valeurs propres peuvent s’interpréter comme des flux d’énergie mécanique échangés avec le milieu 

extérieur, et l’on peut encore définir pour le milieu continu équivalent une puissance reçue, et une 
puissance rendue,   et+ -π π , par une méthode analogue à celle employée pour le contact élémentaire; 

- lorsque les tenseurs des contraintes et des taux de déformations ont mêmes directions propres (coaxialité), 
alors il en est de même avec le tenseur π . 

• L’Approche Energétique établit par identification énergétique, la correspondance suivante entre la valeur 
moyenne de π  sur un domaine continu équivalent D , et le tenseur ( )P A  de l’amas granulaire contenu 

dans le domaine D :       
( ) ( )

( )1 1. .dvV V= =∫ Pπ π
DD D

A  

Il s’ensuit que π  vérifie les mêmes propriétés que le ( )P A  qu’il représente, et en particulier vérifie 
l’équation de dissipation d’énergie par friction. 

• Dans le cas des Modes de dissipation minimale, et lorsque les tenseurs sont coaxiaux, le tenseur π  
(local), vérifie une forme particulièrement simple de l’équation de dissipation, qui relie les contraintes 
principales et les taux de déformations principales: 

sin .
i i

ψ=∑ ∑& &i i i iσ ε σ ε  

 
Annexe 1-2  Règle de la moindre dissipation  
 
1-2-1 Production minimale d’entropie dans les processus irréversibles 
• La Thermodynamique établit, à partir du second principe, que:  lorsqu’un système siège d’un processus 

irréversible évolue au voisinage des conditions d’équilibre (précisément dans le domaine linéaire où les 
relations d’Onsager sont valides), alors le système évolue vers un état stationnaire caractérisé par la 
production d’entropie minimale compatible avec les conditions imposées au système, telles les 
conditions aux limites ou les liaisons internes…l’évolution vers cet état stationnaire signifie l’oubli des 
conditions initiales particulières (d’après I.Prigogine et al. [33] et [34]). 
La base de la démonstration s’appuie sur le fait qu’un équilibre est un maximum de l’entropie. 
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1-2-2  Lien avec la dissipation d’énergie mécanique 
• En thermodynamique des milieux continus (voir par exemple P.Germain [20]), on montre que le taux de 

production irréversible d’entropie spécifique, noté 
oσ , s’écrit, en fonction de l’énergie interne spécifique e 

,de l’entropie spécifique s, du volume spécifique sv , du vecteur courant de chaleur qr , et du taux 

volumique de chaleur fournie par l’extérieur r, comme somme de deux termes   { }
o

1 2
1 .Tσ = Φ + Φ   , 

avec: 
- { }1 s

d dv Tr Tdt dt
 Φ = − −  π e s  qui est la dissipation intrinsèque spécifique; 

- 2 sv GradTT
 Φ = −  

r uuuuuurqr  qui est la dissipation thermique spécifique 

Lorsque les effets thermiques sont négligeables devant les autres, alors 
o

1
Tσ Φ≈ ; à T donné, le minimum 

de 
oσ est donc celui de 1Φ . 

 
• Cette dissipation intrinsèque spécifique 1Φ apparaît comme une différence entre deux termes: 
- a)  le terme { }sv Tr π qui est la puissance des efforts intérieurs par unité de masse; 

- b)  le terme d dTdt dt
 −  

e s  qui est la puissance mécanique réversible reçue par unité de masse. 

• Pour illustrer par un exemple, considérons le cas d’un milieu élastoplastique parfait (Prandtl-Reuss) où 
l’on décompose la vitesse de déformation &εεεε  en deux composantes, élastique (c’est à dire réversible) et 
plastique: e p& & &= += += += +ε ε εε ε εε ε εε ε ε . 

      La dissipation intrinsèque spécifique devient  
 { } { } { }1 σ ε) σ ε ) σ ε )e p

s s sv Tr v Tr v TrΦ = − =( , ( , ( ,π π π& & &  
et se réduit à la puissance mécanique dissipée dans les déformations plastiques, par unité de masse. 

 
• Dans le cas de notre milieu granulaire formé de granulats idéalement indéformables, la puissance 

mécanique réversible reçue par unité de masse est nulle, et la dissipation intrinsèque spécifique est donc: 
{ }1 sv TrΦ = π . 

Enfin, lorsque les effets thermiques demeurent négligeables devant les effets mécaniques, ce que nous 
supposons ici, les effets des variations de température sont également négligeables, que ce soit en 
variation vis à vis de l’espace (gradients) ou dans le temps; ce qui revient à raisonner à T constant dans 
l’espace et le temps. 

 
Pourvu que les effets thermiques demeurent négligeables devant les effets mécaniques, le minimum du 
taux de production irréversible d’entropie correspond donc bien au minimum de la dissipation spécifique 
d’énergie mécanique. 
 

• La Règle de la moindre dissipation s’énonce donc, dans notre cas: 
 
Lorsqu’un milieu granulaire évolue au voisinage des conditions d’équilibre (précisément dans le 
domaine linéaire où les relations d’Onsager sont valides), alors le milieu évolue vers un état stationnaire 
caractérisé par la dissipation spécifique minimale compatible avec les conditions imposées au système, 
telles les conditions aux limites ou les liaisons internes, l’évolution vers cet état stationnaire signifie 
l’oubli des conditions initiales particulières. 
 

• Lorsque l’on suit un domaine matériel D  au cours du mouvement, les résultats précédents s’étendent par 
intégration au domaine tout entier: la règle de la moindre dissipation s’applique alors à la dissipation 
d’énergie mécanique dans le domaine tout entier.  
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Les relations établies par l’Approche Energétique entre le continu équivalent et l’amas granulaire 
discontinu conduisent alors au résultat suivant: 

 { } { } ( ) { } ( ){ }.  s dm dvv Tr Tr V Tr Tr est minimal= = =∫ ∫ . Pπ π πD

D D
A  

 
1-2-3 Lien avec les Modes de dissipation minimale 
• Lorsque les conditions aux limites permettent au milieu de rendre de l’énergie au milieu extérieur (pas de 

frettage excessif des déformations, ou de restrictions latérales trop rigides), il doit donc tendre vers le 
Mode de dissipation minimale le plus proche des conditions imposées, et la distribution des actions 
intérieures élémentaires doit donc se polariser. Cette polarisation se manifeste expérimentalement par 
l’apparition de lignes de glissement dont les orientations sont effectivement polarisées, ce sont les lignes 
de glissement des équilibres limite de Rankine, connues depuis très longtemps, et que l’Approche 
Energétique attribue donc à l’établissement progressif de Modes de dissipation minimale. 

• Toutefois, on ne sait pas encore si les milieux granulaires usuels arrivent à atteindre un mouvement avec 
véritablement 0R ≈ (polarisation complète des actions intérieures élémentaires), ou s’il subsiste un 
minimum de désordre, nécessaire pour assurer la compatibilité des mouvements dans le milieu 
(polarisation imparfaite). 

• Dans le présent article, on suppose que pour des conditions aux limites permettant au milieu de rendre de 
l’énergie librement au milieu extérieur (c’est bien le cas des situations expérimentales usuelles 
« triaxial », »biaxial », essais sur presses tridimensionnelles.., hors chemins de sollicitation 
« oedométriques » ou de « consolidation »), alors son mouvement se rapprochera suffisamment des 
conditions de la dissipation minimale, pour que l’on puisse considérer que les propriétés attachées à ces 
Modes de dissipation minimale, sont effectivement réalisées dans le mouvement du milieu. 

 
 
 

ANNEXES AU CHAPITRE  2 
 
Annexe 2-1  Propriété particulière des situations expérimentales usuelles (sans rotations 
d’axes) 
• En convenant de noter  pour abréger  ( )&σ,εσ,εσ,εσ,εππππ   , le tenseur local des actions intérieures, formé par le 

produit symétrique contracté des tenseurs locaux σσσσ  et &εεεε  , nous démontrons ici que , pour une large 
gamme  de situations expérimentales, à condition que la réponse du milieu soit coaxiale à la sollicitation, 

on a par construction:  
( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ }
et

Tr Tr

N N

 =

& &

& &====

σ, ε σ, εσ, ε σ, εσ, ε σ, εσ, ε σ, ε

σ, ε σ, εσ, ε σ, εσ, ε σ, εσ, ε σ, ε

π ππ ππ ππ π

π ππ ππ ππ π
 

2-1-1 Configuration des situations expérimentales usuelles 
• Considérons un corps d’épreuve parallélipipédique confiné dans une membrane extensible, qui sera notre 

domaine D . Rapportons-le au référentiel du schéma, attaché à la géométrie du corps d’épreuve en 
mouvement, et centré sur son centre de gravité. Le corps d’épreuve est soumis  sur ses faces extérieures à 
deux types de conditions aux limites, qui s’exercent sur des paires de faces opposées: 

- a) conditions imposées en composante normale de la vitesse de déplacement, cette composante est alors 
uniforme  sur la  paire de faces considérées (système de plaques rigides); 

- b) conditions imposées en  contrainte normale, qui est alors uniforme et purement normale pour la paire 
de faces considérée (systèmes par pression de contact); 

- c)  les dispositifs de contact entre le corps d’épreuve et l’appareillage externe sont tels que les 
distributions de forces de contact, lesquelles ne sont pas toujours uniformes (faces avec conditions en 
déplacement), sont toujours normales (utilisation de platines et de membranes lubrifiées), les efforts 
résultants sur les faces demeurent centrés. 
Nous nous intéressons aux milieux dont la réponse conserve les symétries de la sollicitation imposée, pour 
lesquels le corps d’épreuve se déforme en demeurant  sensiblement parallélipipédique au cours du 
mouvement. 



E. Frossard / Localisation de déformations et chaînons de contrainte  -104- 

poudres & grains NS 3 , 1-119 (Octobre 2004) 

Ces conditions correspondent aux expériences classiques sans rotations d’axes, c’est à dire: 
- les conditions axissymétriques en contraintes de “l’appareil triaxial”  (1 condition en composante normale 

de la vitesse de déplacement,  2 conditions identiques en contraintes normales); 
- les conditions de déformation plane de “l’appareil biaxial” (2 conditions en composante normale de 

vitesse de déplacement, 1 condition en contraintes normales); 
- presses tridimensionnelles, du type I.M.G. Grenoble ou Université de Berkeley. 
Tout comme dans les interprétations usuelles de ces types d’expériences, nous négligerons ici l’effet de la 
pesanteur. 
 
• Envisageons alors, pour fixer les idées, une sollicitation de type Mode I, avec conditions imposées en 

vitesse de déplacement normal sur la direction 1x , en contraintes normales sur la direction  2x  , et à 
nouveau en déplacement normal sur  3x ; représentons les forces extérieures exercées sur les faces du 

corps d’épreuve, par une densité de forces 
1

2

3

f
f
f

= 
fr  , et par 

1

2

3

v
v
v

= 
vr  les vitesses de déplacement  locales 

des points matériels de ces faces extérieurs sur lesquels s’exercent ces forces.  
.Schéma du référentiel 

 
2-1-2 Tenseur des actions extérieures 

Considérons le tenseur 1
2 ds
δ

   ⊗ + ⊗= ∫E f v v fT r rr r
D

f , formé par le produit symétrique des forces et 

vitesses des points d’application de ces forces sur la surface extérieure de D . 
Nous désignerons ce tenseur par “tenseur des actions extérieures”, observons que sa Trace donne la 
puissance des efforts extérieurs : { } . dsTr

δ
= ∫ET f vr r

D

. 

Analysons les contributions apportées par les faces de notre corps d’épreuve à ce tenseur des actions 
extérieures. 

• Sur les faces 1 1 et S S− , la densité de forces , étant normale, est 
1

0
0

f= 
fr ; la contribution à ET  

 

G 

l 

H 

L 

1x

3x
2x

1( )S

2( )S

3( )S

1( )S−
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       apportée par les faces 1 1 et S S−  est donc : 
1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1 1 2 1 3

1 2

1 3

. . .

.

.

0 0

0 0

S S S S S S

S S

S S

ds ds ds

ds

ds

f v f v f v

f v

f v

− − −

−

−

∪ ∪ ∪

∪

∪

          

∫ ∫ ∫
∫
∫

   

Le terme diagonal peut être transformé, en tenant compte de: 
- la condition en déplacement ( 1v uniforme); 
- les égalités, par définition, ( ) ( ) 1

1 11 1 2    et    .S S
dH dHv v Hdt dt−= − = = − &1111εεεε ; 

- l’égalité  (conditions d’équilibre et  définition des contraintes moyennes) 
1 1

1 1 12
S S

ds dsf f S
−

− = −∫ ∫ σσσσ 1111 ; 

on en tire  pour ce terme diagonal : ( )
1 1

1 1 ..
S S

dsf v V
−∪

=∫ &D σ εσ εσ εσ ε1 11 11 11 1  

• La contribution apportée par les faces 2 2 et S S−  s’établit de manière analogue. En tenant compte des 

conditions en contraintes (ici 2 2

0
  avec   

0
f f

= 
fr uniforme sur 2 2 et S S− ), des définitions des valeurs 

moyennes, conditions d’équilibre et conventions de signe, le terme diagonal s’écrit 
( )

2 2

2 2 ..
S S

dsf v V
−∪

=∫ &D σ εσ εσ εσ ε2 22 22 22 2  

• La contribution des faces 3 3 et S S− s’obtient  en transposant celle des faces 1 1 et S S− . 
• Nous obtenons alors dans notre référentiel: 

( )

( )

1 1 2 2 1 1 3 3

1 1 2 2 2 2 3 3

1 1 3 3 2

1 2 2 1 1 3 3 1

1 2 2 1 2 3 3 2

1 3 3 1 2 3

S S S S S S S S

S S S S S S S S

S S S S S

f v ds f v ds f v ds f v ds

f v ds f v ds f v ds f v ds

f v ds f v ds f v ds

V

V

− − − −

− − − −

− −

∪ ∪ ∪ ∪

∪ ∪ ∪ ∪

∪ ∪

+ +

+ +

+

           
           

    

=

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

&

&ET

D

D

σ εσ εσ εσ ε

σ εσ εσ εσ ε

1 11 11 11 1

2 22 22 22 2

( )
2 3 3

3 2
S S S

f v ds V
− −∪ ∪

+

               ∫ ∫ &D σ εσ εσ εσ ε3 33 33 33 3

 

• Examinons les termes non diagonaux, tels que 12

1 1 2 2

1 2 2 1E
S S S S

T f v ds f v ds
− −∪ ∪

= +∫ ∫ . 

- si le corps d’épreuve demeure parallélipipédique au cours du mouvement, alors  sur 1 1 et S S−   
      ( ) ( )2 2 2 2.εM Mv x v= +& % , avec ( ) ( )2 2

1 1
0M M

S S
ds dsv v

−
= =∫ ∫% % ; 

- si les résultantes s’exerçant sur les faces extérieures demeurent centrées, alors sur 1 1 et S S−  
      

1 1

( ) ( )     ( ) ds ( )  ds1 1 1 1 1avecσ   = =0M M M M
S S

f f f f
−

= + ∫ ∫% % %   d’une part (définition des contraintes  

       moyennes  et conditions d’équilibre), et d’autre part 
1 1

1 2 1 2 0
S S

ds dsf x f x
−

= =∫ ∫  du fait de la 

       condition de centrage; 
- le terme non diagonal  n’est donc fonction que des seules irrégularités locales en vitesses et en 

distributions de forces de contact : 
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      ( ) ( )12

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1
1 2 2 1 1 2 2 1E V V

S S S S S S S S
T f v ds f v ds f v ds f v ds

− − − −∪ ∪ ∪ ∪

      = + = +         ∫ ∫ ∫ ∫% %% %D D  

- pourvu que les conditions aux limites et la réponse du corps d’épreuve soient suffisamment 
      régulières, ces termes sont normalement nuls, ou du 2ème ordre par rapport aux produits des  
      valeurs moyennes; 
-    pour le milieu granulaire en déformation, nous admettrons que ces irrégularités sont  
     suffisamment décorrélées pour qu’il en soit  bien ainsi, en particulier lorsque la dimension du  
     corps d’épreuve devient suffisamment grande par rapport à la dimension moyenne des granulats.  

• Au premier ordre, on a donc ( ).

0 0
1 0 02

0 0
ds V

δ
⊗ + ⊗

   = =       
∫ r rr r

&
&

&
E f v v fT

D

Df
σ εσ εσ εσ ε

σ εσ εσ εσ ε
σ εσ εσ εσ ε

1 11 11 11 1

2 22 22 22 2

3 33 33 33 3

 

 
2-1-3  Identification énergétique avec le tenseur des actions intérieures 

Les valeurs propres de ET , tout comme celles de ( )&σ, εσ, εσ, εσ, εππππ , peuvent s’interpréter comme des flux 
d’énergie mécanique, que le milieu extérieur échange avec notre domaine D . 
Dans nos conditions quasi-statiques, et pour des raisons de cohérence physique, ces flux doivent être 
égaux 2 à 2.  
C’est à dire que dans nos conditions de Mode I ( 1ε 0>& , unique en son signe), le flux d’énergie mécanique 
fourni par les actions extérieures au domaine D  sur la direction propre N° 1, et qui vaut 

( )E .V= &1T D 1 11 11 11 1σ εσ εσ εσ ε , doit être égal au flux d’énergie mécanique reçu par le domaine D  sur la direction 
propre N°1, et qui vaut ( )( ).V 1&σ, εσ, εσ, εσ, εππππD . 
En complétant le raisonnement sur les autres directions propres, et en formant les sommes 
correspondantes, on obtiendra bien 

{ } ( ) ( ) ( ){ }( ) ( ). σ ε σ ε σ ε .V V+ + = + +& & & & & &1 1 2 2 3 3 1 2 3D D σ, ε σ, ε σ, εσ, ε σ, ε σ, εσ, ε σ, ε σ, εσ, ε σ, ε σ, επ π ππ π ππ π ππ π π c’est à dire  
 

              ( ){ } ( ){ }Tr Tr=& &σ, ε σ, εσ, ε σ, εσ, ε σ, εσ, ε σ, επ ππ ππ ππ π   

         De même pour la norme N :  ( ){ } ( ){ }N N=& &σ, ε σ, εσ, ε σ, εσ, ε σ, εσ, ε σ, επ ππ ππ ππ π  
 
 
Annexe 2-2 : Compatibilité de l’équation de dissipation avec le type d’ hétérogénéités de la 

section 2.1.3 
Montrons ici que la vérification locale de l’équation de dissipation, entraîne bien sa vérification par les valeurs 
moyennes des contraintes et vitesses de déformation sur le domaine,  malgré la présence d’hétérogénéités du 
type défini en section 2.1.3. 
• Du fait des conditions de signe et d’indépendance mutuelle posées en (1.10), observons d’abord que, pour 

tout i 
[ ][ ]

[ ][ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1 M M dv

M M M M M M

M M M M Vdv V η ζ

η η ζ ζ

η η ζ ζ

+ +

+ +

 = + +  
+ + = +    ∫ ∫ 0 0

i i i i i 0 i 0

i 0 i 0

& &( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )σ ε σ εσ ε σ εσ ε σ εσ ε σ ε

D

D D

D
D

D
 

• L’intégration sur  tout le domaine de l’équation locale, en tenant compte de la première observation, 
conduit d’abord à:  
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[ ][ ]{ } [ ][ ]{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 sin . 1 1M M M M M M M M

i i

dv dvψη η ζ ζ η η ζ ζ+ + + + + + + +=∑ ∑∫ ∫i i i 0 i 0 i i i 0 i 0
& &( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )σ ε σ εσ ε σ εσ ε σ εσ ε σ ε

D D
D D D D

       tenant compte de la deuxième observation faite plus haut, les intégrales peuvent être condensées, et l’on 
obtient, en divisant les deux membres par ( )V D : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 11 . sin . . 1M M dv M M dvV V
i i

η ζ η ζψ      + = +             ∑ ∑∫ ∫0 0 0 0i i i i& &( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )σ ε σ εσ ε σ εσ ε σ εσ ε σ εD DD D D D
D D

 
• Le facteur contenant l’intégrale, qui figure aux deux membres, n’est en général pas nul, et peut donc être 

simplifié des deux cotés de cette égalité, nous retrouvons alors l’équation de la dissipation minimale, mais 
écrite avec les contraintes moyennes et vitesses de déformation moyennes. 

 
 

Annexe 2-3 Conditions finales de compatibilité (section 2.2) 
 

Détaillons pour chaque Mode. 

• En Mode I, de signature (+,-,-),les deux repères propres de   ( ), &σ εσ εσ εσ εππππ  et ( )&σ, εσ, εσ, εσ, εππππ  ont en commun la  direction 
propre portant l’unique valeur propre positive, qui est la même pour les deux tenseurs; la différence entre les deux 
tenseurs, qui vaut % %( )&σ, εσ, εσ, εσ, εππππ a donc tous ses termes nuls suivant la ligne ou la colonne liées à cette direction propre 
particulière; les termes restants sur les deux autres directions propres sont ceux d’un tenseur symétrique, qui vérifie 
de plus % %{ }( ) 0Tr =&σ, εσ, εσ, εσ, εππππ . 

Ordonnant les directions propres suivant l’ordre décroissant des valeurs propres, on obtient donc 

% %
22 23

32 33

( )

0 0 0
0
0

c c
c c

  =    
&σ, εσ, εσ, εσ, εππππ avec les conditions complémentaires de trace nulle, de symétrie, et de 

conservation de la signature de Mode. 
 

• En Mode II, de signature (+,+,-), un raisonnement symétrique, qui particularise cette fois la direction propre portant 
l’unique valeur propre négative, aboutit à la forme    

                % %
11 12

21 22( )

0
0

0 0 0

c c
c c
  =    

&σ, εσ, εσ, εσ, εππππ , avec les conditions complémentaires 

 
• En Mode frontière en déformation plane, de signature (+,0,-), qui constitue la frontière commune entre les Modes I et 

II, le tenseur % %( )&σ, εσ, εσ, εσ, εππππ  doit être en même temps de la forme trouvée pour le Mode I et de la forme trouvée pour le 

Mode II ; cette condition, jointe à celle de  trace nulle, conduit à la forme : % %( )

0 0 0
0 0 0
0 0 0

  =    
&σ, εσ, εσ, εσ, εππππ  

 
ANNEXES  AU  CHAPITRE 3 

 
Annexe 3-1 -Orientation des surfaces de localisation-Mouvements à volume stationnaire-(section 

3.1.1) 
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Nous recherchons, pour chaque Mode de dissipation minimale, les surfaces qui satisfont aux deux conditions: 
- a) présenter une orientation matérielle, comme enveloppe de glissements élémentaires, correspondant au 

Mode considéré; 
- b) présenter un flux d’énergie mécanique, au sens des actions intérieures, purement tangentiel. 
 
• Plaçons-nous en Mode I, dans le repère propre du tenseur des actions intérieures de l’amas granulaire 

( )P A , qui est ici de signature (+,-,-), et ordonnons les directions propres dans l’ordre décroissant des 
valeurs propres : 

- les normales aux plans tangents aux glissements élémentaires sont distribuées suivant un cône de 
révolution autour de la direction portant +P  , et faisant un angle de 4 2

π ψ+  avec cet axe (voir 
[17],section 2.6.1), dans le repère propre, elles sont donc de la forme  

( )
( )
( )

4 2

4 2

4 2

cos
cos .sin
sin .sin

gln

ψπ

ψπ

ψπ

θ
θ

 += +
+

r   

- dans son repère propre, le tenseur ( )P A , solution de l’équation de dissipation minimale, en Mode I, est 
de la forme (avec sinS ψ= ): 

( ) { } ( )
( )

( )( )

1 0 0
. 0 1 02 0 0 1 1

STr SS S
α

α

+  = − −  − − − 

PP A avec 1
20 α≤ ≤  

• Pour qu’une surface présente localement un flux d’énergie mécanique, au sens des actions intérieures, 
purement tangentiel, il faut que sa normale vérifie localement  0n n =Pr r . 

- les normales glnr vérifiant cette condition, sont donc telles que  

      ( )2 2cos 1 sin 1α θ α θ+ − =  soit encore 1
2avec1cos2  ,  02 1θ αα= ≤ ≤−  

• La seule solution possible est donc 0α = , qui correspond à la déformation plane ( 0=2P ) 
 
• En Mode II, de signature (+,+,-), un raisonnement symétrique, particularisant la direction portant −P , 

conduit au même résultat.  
 
 
Annexe 3-2 Chaînons de contraintes actifs dans une bande de localisation- Détermination de 

l’orientation par analyse des conditions d’équilibre (section 3.1.2)  
 
Montrons directement que l’orientation des chaînons de contraintes actifs est symétrique de l’orientation de la 
surface de localisation, par rapport à l’axe portant ++++ππππ .  
- considérons un sous-domaine 1D  de la surface de localisation, celle-ci est cinématiquement équivalente à 

une discontinuité tangentielle de la vitesse, que nous noterons [ ]vr , soit Fr  la force équivalente au 
système de forces actives qui s’applique sur 1D , telle que le tenseur des actions intérieures sur le sous 
domaine soit donné par ( ) [ ] [ ]1

2 F v v F   ⊗ ⊗= +P r rr r
1D  



E. Frossard / Localisation de déformations et chaînons de contrainte  -109- 

poudres & grains NS 3 , 1-119 (Octobre 2004) 

- notant  θ  l’angle entre les directions de [ ]vr  et Fr , ce tenseur, dans le repère propre des actions 
intérieures sur l’ensemble du domaine (ce repère propre  général existe toujours sur un domaine en 
déformation plane) est donné par   

( ) [ ]
2

2

2
2

cos 0 0
. . 0 0 0

0 0 sin
F v

θ

θ

  =   − 
P r r

1D  

- du fait de la propriété de similitude interne, en déformation plane, ce tenseur doit être homothétique au 
tenseur des actions intérieures de l’ensemble du domaine, donné, dans le même repère, par 

{ }
( )

( )

2
4 2

( ) ( )
2

4 2

cos 0 0
. 0 0 0

0 0 sin
N

ψπ

ψπ

 − 
=    − − 

π ππ ππ ππ πD D  

 
 
- en tenant compte de ce que le produit scalaire de Fr  et [ ]vr  doit être positif (il y a dissipation), et de la 

condition de non-traction (la composante normale de Fr  doit être en compression), l’analyse de tous les 
cas possibles montre qu’à [ ]vr  donné, il y a une seule solution pour la direction de Fr , qui est la 
direction indiquée dans le texte principal. 

 
 
Annexe 3-3 : Relation entre l’orientation “de Coulomb” et  les grandeurs physiques ψ et δ (section 

3.2.3) . 
 
• Par définition, lors d’un essai d’écrasement en déformation plane,  “l’angle de frottement interne” φ , est 

défini par l’équation 
( )

σ (1 sin )
σ 1 sin

φ
φ

+= −
1

3
au maximum de la résistance. 

• Par ailleurs, l’équation de dissipation minimale (voir [17]) implique qu’en déformation plane, le milieu 

granulaire vérifie la relation
( )

εσ (1 sin )
σ ε 1 sin

ψ
ψ

− += −
&
&

31

3 1
 

• Le rapport des taux de déformations peut être exprimé en fonction de “l’angle de dilatance”δ : 

 
( )

ε (1 sin )
ε 1 sin

δ
δ

− += −
&
&

3

1
. 

• La relation entre φ ,ψ et δ  est donc ( ) ( ) ( )
(1 sin ) (1 sin ) (1 sin )
1 sin 1 sin 1 sin

φ δ ψ
φ δ ψ

+ + +=− − −  

Cette relation n’est valide qu’en déformation plane, pour laquelle a été défini l’angle de dilatanceδ . 
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ANNEXE AU CHAPITRE 4 
 

Annexe 4-1 : Micromécanisme interne aux bandes de localisation- Termes du bilan énergétique- 
(Section 4.2.2) 

• Comme indiqué en Section 4.2.2, nous divisons la bande en couches parallèles à la zone axiale, chaque couche  (n) 
étant elle-même divisée en cellules de masses égales nm . 

Pour la cellule de la couche (n), le tenseur des actions intérieures ( )nP de l’amas granulaire contenu dans la 
cellule, est solution de l’équation de dissipation avec réalimentation interne (équation (1.4), section 1.1.2), et il est en 
déformation plane. Sa trace, qui donne la puissance mécanique dissipée dans la cellule, peut être rapportée à la 
dissipation spécifique ( )n&ωωωω  par : 

{ } ( )( ) . nnTr n m= &P ωωωω .  Le tenseur ( )nP  peut alors s’expliciter dans son repère propre sous la forme: 

( )

*
*

*

*

( ).

1 0 02
0 0 0

1
0 0 2

( ) nn

S
S

S
S

n m

            

+

−−

= &P ωωωω avec *
1 (1 )

SS R S= − − . 

• Le tenseur des actions intérieures de l’amas, ( )nP , est lui-même somme des tenseurs d’actions des 
contacts élémentaires contenus dans la cellule ( )n p=∑P , et par définition du taux de réalimentation 
interne (voir [17], section 2.3.2), on a, en fonction des puissances reçues et 

rendues:
P

P (1 )
1
1

p R p
R p

p S
p S

+ + −

− −

+

−


= + = − + = −

∑ ∑∑
∑
∑

on peut alors exprimer ces puissances en fonction de la dissipation 

spécifique ( )n&ωωωω , en notant 1
1

SK S−
−=
+

, on trouve ainsi pour l’ensemble des puissances reçues aux 
contacts élémentaires contenus dans la cellule de la couche (n): 

( )
( )

*

( )*
1 1 . .2 1 nn

Sp mS RK
+

−

+
= −∑ &ωωωω  

• Suivant la dimension cD adoptée pour le découpage du domaine en cellules  (Figure 4-5), il conviendrait 
en toute rigueur de tenir compte de ce que les flux de réalimentation interne se répartissent en échanges 
internes à la cellule d’une part, et d’autre part en  échanges externes à la cellule. Toutefois, si nous 
adoptons une dimension très petite pour cette dimension , et que la cellule ne contient plus que 1 contact, 
il est clair que la réalimentation ne pourra venir que de l’extérieur à la cellule. De l’autre côté, avec des 
cellules très grandes, c’est la part d’échanges avec l’extérieur qui deviendra négligeable dans la 
réalimentation (termes de frontières/ termes de volume). Dans ce qui suit, nous considérons que cD  est 
suffisamment petit pour que les termes d’échanges externes à la cellule soient prépondérants,  et donc que 
les termes d’échanges internes à la cellule sont négligeables. 

 

• Le flux de réalimentation  émis par la cellule, vaut 
( )*

( )*
1 .(1 ) 2 nn

SRR p mR S
− −

= − −∑ &ωωωω . Il se 

répartit en flux intercouches, qui va réalimenter les couches adjacentes (n-1) et (n+1), et flux intracouche, 
qui constitue un simple échange avec les cellules voisines dans la même couche (n). Appelons α  le 
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coefficient d’anisotropie qui définit les proportions de cette répartition: α =(part intracouche) / (part 
intercouche). 
Le flux de réalimentation émis par notre cellule de la couche (n) se répartit donc en: 

- part intracouche qui vaut 
( )*

( )*
1 .(1 )(1 ) 2 nn

SR mR S
α
α

−
+ − &ωωωω ; 

- part intercouche qui vaut 
( )*

( )*
1 .(1 )(1 ) 2 nn

SR mR Sα
−

+ − &ωωωω , et qui est émise pour moitié vers la 

couche (n-1), pour moitié vers la couche (n+1). 
 
• Ces éléments permettent alors d’écrire le bilan énergétique de la section (4.2.2). 
 
• La racine <1 de l’équation des solutions de la suite récurrente, vaut 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

[ ]2 21
1 1 1 11 1 1 11 1 1

1

S CR S CS
R S

α α
α α

+ +
= − − − = − −− + + −−

                           

ωωωω  

pour R<1/2  , S de l’ordre de 0,5 , et α >0 , le terme entre crochets [ C  ] est en général largement 
supérieur à 1. Un développement limité en fonction de ce terme donne alors  

1 2
1 11 ....2 4C Cω  ≈ + +    d’où ( ) ( ) ( )

( )1
1(1 )2 2 1

SLn Ln C Ln R S
αω α ++≈ − = − − − 

 qui 

conduit à l’équation (4.6) de la section 4.2.3. 
 
 
 

ANNEXES AU CHAPITRE  6    
 
Annexe 6-1 :  Structure de la matrice des dérivées secondes 2ω

n pZ Z m
∂
∂ ∂
   

&  
• La matrice des dérivées secondes étant toujours symétrique, elle est diagonalisable, et ses directions 

propres sont orthogonales. Dans le repère propre correspondant, qui est orthogonal (ce qui revient à 
effectuer un changement de repère dans l’espace des variables internes), la matrice peut alors être 
caractérisée par sa signature, liste des signes de ses valeurs propres. 

• Lorsqu’il se produit une fluctuation sur les variables, à partir d’un état initial  défini par 
( ) ( ){ }0 01 ,.... nZ Z dans l’espace des variables internes, le nouvel état pourra toujours être défini par 
( ) ( ){ }0 01 1. ,.... .n nZ Z u Z Z u+ ∆ + ∆ où Z∆ est l’amplitude de la fluctuation, et le vecteur unitaire 
{ }1,..... nu u u=r  représente la direction de la fluctuation (ou un axe de corrélation). Dans ce cadre, la 

variation seconde 2δ &ω engendrée par cette fluctuation  s’obtiendra par: 

( )
( ){ }0

222 1
2

ω
n p Z

Z Z Zu uδδ δ δ
  = ∆   

r r&&ω . 

L’espace des variables interne étant rapporté au repère propre de la matrice, le signe de 2δ &ω  est donc 
celui d’une forme quadratique diagonalisée    
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        ( )
( ){ }0

2
2 1

2
ω

n p ZZ Zu u uδδ δ δ
  =   

r r r&&ω  . 

• Trois types de situations s’ensuivent:  
- soit  les valeurs propres de la matrice sont toutes >0, alors quelle que soit la fluctuation, 

( )2 0uδ >r&ω , et donc 2 0δ &ω >  , c’est la situation  a) de la section 6.1.3; 
- soit  les valeurs propres de la matrice sont toutes <0, alors quelle que soit la fluctuation, 

( )2 0uδ <r&ω , et donc 2 0δ &ω <  , c’est la situation  b) de la section 6.1.3; 
- soit les valeurs propres de la matrice sont pour partie >0, et pour partie <0, c’est la situation c) de 

la section 6.1.3. 
• Montrons alors que lorsque la matrice 2ω

n pZ Z m
∂
∂ ∂
   

&  présente à la fois des termes diagonaux >0  et des 
termes diagonaux <0,    l’espace des variables internes de ce groupe se trouve partitionné en: 
- un domaine de fluctuations D −−−− sur lesquelles 2 0δ ≤ω& , et qui auront donc tendance à se 

développer dans l’évolution du milieu vers la moindre dissipation; 
- un domaine de fluctuations +D sur lesquelles 2 0δ ≥ω& , et qui auront donc tendance à s’atténuer 

dans l’évolution du milieu vers la moindre dissipation. 
• En effet, la forme quadratique diagonalisée ( )2 uδ r&ω présentant des termes >0 et des termes <0, il existe 

alors un ensemble des directions ur  tels que ( )2 0uδ =r&ω . Cet ensemble forme une variété conique de 
dimension n-1 (avec n nombre de variables pZ )  et qui sépare l’espace des directions ur en 2 régions: d’un 
côté (+) de cette variété conique on trouvera ( )2 0uδ >r&ω , et de l’autre côté (-) de cette variété 
conique ( )2 0uδ <r&ω . 

• Lorsque le nombre de variables se réduit à 2, cette variété conique se réduit à 2 droites. 
 
 
 
 
Annexe 6-2  : Fonctions ( )0, ,t tE D  satisfaisant les 5 propriétés de la section 6.2.1 
• Les propriétés a) et b) de la section 6.2.1 font que E contient une intégrale par rapport au temps, et par 

rapport au domaine matériel, et doit être de la forme: 

( ) { }
0

0, , 1 t

t
dvt t f dm τ

  =    ∫ ∫ &
D D

DE εεεε  

• La fonction f  dans l’intégrale doit elle même vérifier les 3 propriétés c), d), e) du §6.2.1 et doit bien 
entendu être objective, donc (propriété d)) formée avec des invariants de degré 1 du tenseur ε& , qui soient 
naturellement compatibles avec l’hétérogénéité:  { } { }ε εf f=& &  

• Le seul invariant de degré 1 toujours compatible, indépendamment de toute loi de comportement, est la 
Trace, car il s’agit d’une fonction linéaire. Toutefois cet invariant n’apporte rien ici, car il est directement 

lié au volume spécifique, dont on tient compte par ailleurs ( car { } ( )ε s
dTr Ln vdt  = −  & ). Il convient 

donc de trouver une autre fonction objective des taux de déformation, associée aux spécificités du 
problème, qui présente cette compatibilité. 
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Il se trouve que dans le cas de coaxialité simple (quand σ, ε& , et donc aussi π , ont le même repère propre 
localement, qui n’est pas nécessairement fixe) et dans un voisinage proche de la dissipation minimale, la 
norme { }εN & s’avère compatible avec l’hétérogénéité, et donc, étant déjà positivement homogène de 
degré 1 par rapport à ε& , elle satisfait aux 3 propriétés c), d), e) du §6.2.1. 

 
• Montrons cette compatibilité pour le cas du Mode I, de signature (+,-,-): 

-1) on a vu au §2.1 que dans les conditions de coaxialité à repère propre fixe, la condition de  
signature de Mode attachée aux actions intérieures se trouve transférée aux taux de  
déformation, c’est à dire que, sur le domaine matériel, la signature de ε& est partout (+,-,-); 
 cette propriété s’étend sans difficulté au cas de la coaxialité simple ; 

-2) de plus, la direction propre portant l’unique valeur propre positive du tenseur local ε& , est la  
même dans tout le domaine (propriété du Mode I en dissipation minimale, avec coaxialité  
simple), et c’est donc aussi la direction propre portant l’unique valeur propre positive du  
tenseur moyen ε& ; 

-3) il s’ensuit que sur cette direction propre (et sur celle là seulement) se trouve vérifiée la  
propriété: la moyenne de l’unique valeur propre > 0 du tenseur local ε& , est bien  
l’unique valeur propre > 0 du tenseur moyen ε&  ; ou encore ( ) ( )ε ε=& &1 1

; 

-4) or, le Mode I vérifie toujours  { } { }+ 1
2ε ε ε εTr N = = + & & & &1 ; la propriété montrée en   

3) implique donc que { } { } { } { }ε ε ε εTr N Tr N+ = +& & & &  ; 

-5)  comme la Trace, opérateur linéaire, vérifie toujours { } { }ε εTr Tr=& & , il s’ensuit donc  

que   { } { }ε εN N=& &  , qui est la propriété de compatibilité que nous cherchions. 
 
• Un raisonnement symétrique conduit au même résultat pour le Mode II 

• Notons qu’en déformation plane, de signature (+,0,-), nous aurons { }1
2 2

ε εεN −
=
& && 1 3  , qui  est le 

taux de cisaillement maximal (en déformation plane) γ& . 
• Ce qui précède fait aussi apparaître d’autres invariants symétriques du 1er degré , possédant les 3 

propriétés requises:  
- en Mode I (+,-,-) ,  l’invariant { } { } { }1

2ε ε ε εSup Tr N = = + & & & &i 1  

- en Mode II (+,+,-) , l’invariant { } { } { }1
2ε ε ε εInf Tr N − = − = − − & & & &i 3  

Toutefois ces invariants sont spécifiques à chacun des Modes de dissipation minimale. 
• L’ensemble de cette discussion mène à choisir la solution la plus simple, valable dans tous les Modes, et 

qui se rattachera en déformation plane à une grandeur particulièrement significative: 

( ) { }
0

0, , 1 t

t
dvt t N dm τ

   =     ∫ ∫ &1
2

D D
DE εεεε  
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ANNEXES  AU  CHAPITRE 7 
 

Extremum de la Variance dans le cas d’une famille de bandes de localisation 

          ( )
2

2

1
, . 12

n
iLkLVar n Lγ γ   ≈ −     ∑& &   

           où le taux de cisaillement moyenγ& ,  le coefficient k et la largeur L sont  fixés, et avec iL L=∑ . 

-Maximum: remarquons que si 1n > , alors tous les iL
L sont strictement <1 ,  donc pour tout i  

          
2

i iL L
L L

  <      d’où   
2

1 1
1

n n
i iL L

L L
    =      ∑ ∑<<<<   

 
         Le  maximum est atteint lorsque n=1, c’est à dire lorsque la famille se réduit à une seule bande. 
 

-minimum : posons  1i
i

Lu L n= − , la somme  de ces écarts étant donc nulle 
1

0
n

iu =∑ , alors   

2
2 2

2
1

1 2 1 1. .
n

i
i i i

L n u u uL n n n n
  = + + = +   ≥∑ ∑ ∑ ∑  

        Le minimum est atteint lorsque les iu sont tous nuls, c’est à dire que les n bandes sont de largeurs  égales 
. 
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